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Abstract--Qualitative analysis of reduced nodal models using the two-port (transfer function) method. A comparative study 
between models with transfer function (two-port) and nodal models is carried out in a Laplace space and in a t ime domain. We 
part icularly bring to the fore the physical content of  the transfer matrix. Different examples of  finite walls let us identi fy the main 
use of each of  these matrix' terms, according to the chosen boundary conditions. The defaults of small order models, in the first 
instant, are characterised either in Laplace and in t ime domain. Perspectives of this confrontat ion in model reduction research are 
evoked. ~) Elsevier, Paris 
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R~sumE - -  Une Etude comparative de modEles ~ fonctions de transfert (quadrip61es) et de modules nodaux est menEe dans 
I'espace de Laplace et dans le dornaine temporel. On met I'accent en particulier sur le contenu physique de la matrice de transfert. 
Des exemples simples de type tour fini permettent d' identi f ier le rSle majeur de chacun des termes de cette matrice, selon les 
condit ions aux limites retenues. Les d~fauts des modules d'ordre faible, aux premiers instants, sont caract~ris4s tant dans I'espace 
de Laplace que dans le domaine temporel.  Des perspectives de cette confrontat ion sont ~voquEes en mati~re de r~duction de 
modules. 1~ Elsevier, Paris 
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modules 

Nomenclature 

a 

A(p) 
B(p)  

C 

C 
C(p) 
D(p) 
l 
N 

P 
R 
S 
T 
t 

diffusivitE t he rmique  . . . . . . . . . . . . . . . .  mX-s -1  

t r a n s m i t t a n c e  en t e m p e r a t u r e  

t r a n s m i t t a n c e  en impedance  . . . . . . . . .  K . W  -1  

chaleur  mass ique  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J - k g - l - K  -1  

capacitE t he rmique  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J . K -  1 

t r a n s m i t t a n c e  en a d m i t t a n c e  . . . . . . . . .  W . K  -1  

t r a n s m i t t a n c e  en flux 

Epaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 

nombre  de cellules 

var iable  de Laplace  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s -1  

res i s tance  t he rmique  . . . . . . . . . . . . . . . . .  K . W -  1 

sect ion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 2 

t e m p e r a t u r e  ( tempore i )  . . . . . . . . . . . . . .  K 

t emps  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s 

* Cor respondance  et  t i r e s / t  par t .  
le t@ensma.fr  

z abscisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 

Symboles grecs 

,k conduct iv i tE t he rmique  . . . . . . . . . . . . . .  W . m - l . K  -1  

p masse  vo lumique  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  kg .m - 3  

~p flux t h e r m i q u e  ( temporel )  . . . . . . . . . . . .  W 

flux t he rmique  (Laplace) . . . . . . . . . . . . .  J 

0 t e m p e r a t u r e  (Laplace)  . . . . . . . . . . . . . . .  K.s 

Indices 

e entree  

s sor t ie  

1. I N T R O D U C T I O N  

C e t  a r t i c l e  v i s e  ~ @tabl i r  u n  l i e n  p a r t i c u l i e r  e n t r e  
l a  m @ t h o d e  n o d a l e  e t  l ' a p p r o c h e  p a r  q u a d r i p 6 1 e s .  
U t i l i s ~ e  d e p u i s  l o n g t e m p s  m a i n t e n a n t  e n  t h e r m i q u e  
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[1], la m6thode nodale a fait largement ses preuves 
l'6gard de tr~s nombreuses applications industrielles 

[2] : spatial, 61ectronique, 61ectrotechnique, moteurs 
automobiles, milieux semi-transparents sont autant de 
secteurs justifiables d 'une approche par la m6thode 
nodale. Certes, elle poss~de ses limites, et l 'on citera par 
exemple son inaptitude £ permettre une analyse pouss6e 
des transferts au sein du fluide [2]. Elle a cependant 
permis des approches efficaces en m~thodes inverses 
[3] et s'av~re un cadre bien propice aux techniques de 
r6duction des modules [4, 5]. 

L'approche par quadrip61es [6] est 6galement bien 
implant6e en thermique. Bien adapt6e aux multicouches, 
elle a 6t6 ~tendue par exemple aux milieux poreux et 

la caract6risation thermique des sols [7, 8], voire au 
comportement de milieux semi-transparents [6]. 

I1 6tait a priori int6ressant de tenter une d6marche 
comparative de ces deux approches, et c'est l£ l 'objet de 
cet article. Nous r6sumerons le mode d 'obtention d 'un  
quadrip61e k l'6gard d 'un  mur fini en d6gageant quelques 
caract6ristiques du contenu et de l 'apport  de la matrice 
de transfert. La comparaison portera sur des exercices 
simples de mur fini dont une face (dite avant) est 
soumise k un ~chelon de flux ou de temp6rature, l 'autre 
face (arri~re) 6tant soit adiabatique, soit maintenue 
une temp6rature de r6f~rence. Elle op6rera dans l'espace 
de Laplace, oh l'on comparera les d6veloppements exacts 
des fonctions de la matrice de transfert aux fonctions 
polynomiales, d'ordre fini, obtenues avec les modules 
nodaux correspondants. La comparaison s'ach~vera 
enfin ~ travers l 'examen de la r6ponse temporelle des 
modules nodaux simul6s. 

2. RAPPEL SUR LA REPRI:SENTATION 
D'UN MUR FINI SOUS LA FORME 
D'UN QUADRIPOLE 

Nous allons utiliser la representation d 'un  mur f in i  
sous la forme d 'un quadrip61e - thermique- .  Celui-ci 
nous fournira la solution de l'~quation de la chaleur 
dans l'espace de Laplace : cette solution, de nature 
analytique, pr6sente dans cet espace un caract~re exact 
et nous servira de r6f6rence. 

R~solution de I'~quation de la chaleur 
dans un mur d'~paisseur I 

La f igure  1 sch6matise la configuration d 'un  umr fini 
passif de section S, d'6paisseur 1 et de diffusivit6 a. 

On note Te et T~, ~e et ~a, les temp6ratures et flux 
aux sections d'abscisse z = 0 et z = l. L'~quation de la 
chaleur : 

~2T 1 OT 
~z -----T -- a ~t (1) 
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6q2T 1 aT 

C~Z 2 --  a 

T(t=0) = 0 

Te 
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| 

Figure 1. Caract6ristiques thermiques d'un tour fini d'~pais- 
seur I. 
Figure 1. Thermal characteristics of a wall finite of thickness g. 

s'6crit, apr~s transformation de Laplace : 

d20 pO _ 0 
dz 2 a (2) 

Les transform6es en temp6rature 0 et en flux q~, ont 
pour expressions respectives : 

(3) 

~ ( z ) = - A S  [ aV/~sh  ( V / ~  z ) + / 3 V ~  ch ( V / ~ z ) ]  (4) 

L'identification de 0(0) = 0e et 4~(0) = ~ conduit ~t : 

OL = Oe (5 )  

~ e  
- (6) 

D'o/1 la relation de type entr6e-sortie entre les fonc- 
tions 0e, qse et 0s, 4~s, ces deux derni~res correspondant 

0 et ~ • sur le plan z = 1 

0s 

45s 

1 . 0e 

oo 
(7) 

1 
En posant R = x-~ (r6sistance thermique associ6e 

au mur en r6gime stationnaire), C = p c l S  et (capacit6 
thermique du mur), il vient : 

0s = 

~ s  

eh,/ C sh pV/F . 0e 

s h v / p R C  c h ~  ~e 
R 

(8) 
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Pour des questions de commodit6 de calcul nous 
~crirons (8) selon : 

Oe = ch~/pRC 

,/p c 
ch pv~R-C 

(9) 

Cette dernibre formulation permet de voir le mur 
comme un quadrip61e (figure 2), dont on identifie 
ais6ment la matrice de transfert IT] ~ partir  de 
l'6quation (9). 

O 

O 

I 2 

Quadripole 

3 4 

( ~ S  

0 TO ~ 

0 

Figure 2. Quadrip61e thermique associ6 au mur. 

Figure 2, Thermal two-port associated to the wall. 

Cette matrice de transfert [T] pr~sente un caractbre 
intrinsbque h l 'objet  , ,mur- ,  ind6pendamment de ses 
relations avec l 'environnement ext6rieur. En pr6sence 
d 'une situation d~finie par les conditions aux limites 
particuli~res (traduisant des relations entre l e m u r  et 
son environnement) ,  les grandeurs 0 et ¢ attach~es h 
une m~me face ne sont pas ind~pendantes, car li6es par 
des termes de la matrice de transfert (cf. § 4.1.). Du 
point de vue des excitations, on v6rifie ici naturellement 
que l 'on ne peut pas simultan6ment imposer sur une 
m~me face un flux de chaleur et une temperature. 

3. LA MODi:LISATION D'UN MUR FINI 
PAR LA MI~THODE NODALE 

3.1. Mod61isation d'une cellule 
616mentaire 

Le volume initial d'6paisseur l est d6compos6 en 
N cellules 61~mentaires. Au centre de chaque cellule 
616mentaire correspond un nceud du r~seau ~quivalent, 
(figure 

L'application des conditions aux limites au module du 
mur n~cessite de pr~ciser la configuration des nceuds au 
voisinage des faces extremes. Nous pouvons distinguer 
deux variantes, l 'une h base de cellules en ,,l-I,, d&rivant  
des modules - s a n s -  noeud de surface, et l 'autre, h base 
de cellules en ,, T - ,  introduisant  des noeuds de surface. 
L'ordre se r6f~re au nombre de cellules composant le 
module. 

C E L L U L E  E L E M E N T A I R E  

Volume 616mentaire 

o f/N 
S et ~ donnees 

Maille 616mentaire du rdseau 

: • . . . . . . . . .  ~ v. 
% 'O ' i  i N o e u d  i% ,0~  

T,O 

R = k~- et C = pcOS 

Figure 3. Cellule 616mentaire et quadrip61e en - T -  associ6s 
un volume de tour d'6paisseur Z/N. 

Figure 3. Elementary cell and T-shaped two-port associated 
to a wall volume of thickness 1/N. 

3.2. Mod61isation avec ajout de n~euds 
de surface (cellules en -T,,) 

Cette premibre variante consiste h discr6tiser 
r6gulibrement le volume, puis ~ ajouter un nceud d6nu6 
de capacit6 sur chaque face extreme (figure ~). Ces 
nceuds ajout6s sont appel6s ,,noeuds de surface,,. 

VOLUME A ~ 1 
MODEMSER 

I 2 3 N-2 N-I N 

reguli6re en N cellules Noeud de cellule I 
~lcraenlaires :: I 

avec 2 noeuds de surface 
sol, : N.: .o, , . ,o ,  T T T 

Figure 4. Mod61isation avec n0euds de surface. 
Figure 4. Modelling with surface boundary nodes. 

Nous pouvons remarquer que toutes les capacit~s ont 
la m~me valeur. Par contre, les conductances extremes 
sont diff~rentes. Dans ce cas, une discr&isation en N 
cellules cr~e un r6seau h N + 2 nceuds. Le syst~me 
diff~rentiel associ5 comporte N 6quations diff~rentielles 
et 2 6quations alg6briques. Les conditions limites 
concernent l '&at  des nceuds de surface (temp6ratures 
impos&s, flux imposds, conditions mixtes) et n 'alt~rent 
aucunement la structure du syst~me diffSrentiel. Un 
exemple de r6seaux 6quivalents moddlisant le mSme tour 
(cas 1 cellule et 4 cellules) est pr6sent6 sur la figure 5 ; 
les differences de comportement en fonction du nombre 
de cellules seront &udi&s au § 5. 

3.3. Mod61isation sans ajout de noeuds 
de surface (cellules en - n - )  

La seconde variante consiste 6galement ~ discr&i- 
ser r6guli~rement le volume, mais ~ commencer et 
terminer la discr&isation par des demi-cellules dont 
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1 cellule (ordre 1) 
i . . . . .  ' 

¢¢11u1~ 

4 cellules (ordre 4) 

i eel ~ ! cellule ! cellule 

Figure 5. ModUles d'ordre 1 et 4 avec n~euds de surface 
(cellules en T). 
Figure 5. First and fourth order models with surface boundary 
nodes (T-shaped cells). 

les noeuds, dot6s d 'une  capacit6, joueront  le rSle de 
nceuds de surface (figure 6). 

Nous pouvons remarquer que toutes les conductances 
ont la m~me valeur. Par  contre, les capacit6s des 
616ments extremes ont des valeurs diff6rentes. Une 
discr6tisation en N cellules cr6e un r6seau h N + 1 
nceuds. Un exemple de r6seaux 6quivalents mod~lisant 
le m~me mur (cas 1 cellule et 4 cellules) est present6 sur 
la figure 7 ; les differences de comportement  en fonction 
du nombre de cellules seront 6tudi6 au § 5. 

Except6 les noeuds extremes, les nceuds des deux 
moddlisations (en T, figure 4, et en I-l, figure 6) ne sont 
pas superposables,  puisque d6cal6s d 'une  demi-cellule. 
Notons qu 'une condit ion en temp6rature  pari6tale 
impos6e est ici de nature  £ modifier le syst~me 
diff6rentiel init ial  ( l 'ordre diminue alors d 'une  unit6, 
cf. § 5.2.3.). 

1 MODELISER 

I 2 N-2 N-I 

' Ilul¢ jouant }e rfle d 
R/N FUN i ~ C e n o e u d d e s u r f a c e .  ~ 

RESEAU ~quivalent / 
avec : N+I aoeads C ' / 2 N ~  ~ ( /2N 

Figure 6. ModElisation sans noeud de surface. 

Figure 6. Modelling without surface boundary nodes. 

1 ce l l u l e  (ordre  1) 

! . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i 

T, T~ 

4 ccllulcs (ordre 4) 

i cellule : cellule i c e l l u l e  : c e l l u l e  i 

Figure 7. ModEles d'ordre 1 et 4 sans noeud de surface 
(cellules en YI). 

Figure 7. First and fourth order models without surface 
boundaw nodes (R-shaped cells). 

4. LA M A T R I C E  DE T R A N S F E R T  : 
SON C O N T E N U  ET SON A P P O R T  

Reprenons la formulation de l '6quation de la cha- 
leur sous forme de quadrip61e 6tablie pr6c6demment 
(cf. ~quation (9)), et posons : 

T(p) = A(p) B(p) 
C(p) D(p) 

A(p) = D(p) = c h ~  

R sh v/pRC 
avec B ( p ) -  ~ (10) 

c(p) - ~ shv/pRC 
R 

4.1.  I n t e r p r e t a t i o n  p h y s i q u e  des  t e r m e s  
A(p), B(p), C(p) et D(p) de la m a t r i c e  
de  t r a n s f e r t  

La matr ice IT] correspond au comportement  d 'un  
syst~me lin6aire que nous pourrons consid6rer comme 
soumis ~ de pet i tes  variations ou £ des variat ions 
relatives. Chaque terme de la matr ice peut  5tre mis 
en relation avec des conditions limites diff~rentes, 
appliqu6es au mur (at taque en flux ou en temp6rature  
en entr6e, sortie adiabat ique ou h temp6rature  impos6e) 
(figures 8 et 9 ) :  

- l e  terme A(p) de la matr ice correspond ~ la 
fonction de transfert  en temp6rature  Oe(p)/Os(p) dans 

SORTIE A D I A B A T I Q U E  

Terme A(p) 
0¢(p)= ATJp 

t (Ps(P) =0 

ImpEdance d'entrEe : Oe(p)/qSe(p) = Ze(p) = A(p)/C(p) 
F. de transfert en temperature : Os(p)/Oe(p) = 1 / A ( p )  

F. de transfert en admittance : q~s(P)/Oe(p) = 0 

Terme C(p) 
(l)¢(p)= AcPc/p 

/~ q)s(P)=0 

ImpEdance de sortie : Os(p) /q~(p)  = Zs(p)  = 

F. de transfert en f lux : ~s(p)/q~e(p) = 0 

F. de transfert en impedance : Os(P)/~e(p)  = 1 / C ( p )  

Figure 8. DiffErentes fonctions de transfert de la matrice 
du syst~me, selon les modes d'excitation, pour une sortie 
adiabatique. 
Figure 8. Different transfer functions of the system matrix 
depending on excitation modes, in case of adiabatic output. 
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SORTIE A TEMP]~RATURE IMPOSI~E 
0,(p)= ATo/p Terme B(p) 

AT: r 0~(p) = 0 

Imp6dance d'entr~e : O¢(p)/~¢(p) = Z~(p) = B(p)/D(p)  

F. de transfert en temperature : O~(p)/O¢(p) = 0 

F. de transfert en admittance : qS~(p)/O¢(p) = 1/B(p) 

Terme O(p) 

13 0,.,=0 
sortie : O~(p)/~s(p) = Zs(p) = 0 

en flux : qSs(p)/qSe(p) = 1/D(p) 

en impedance : O~(p)/qS~(p) = 0 

Figure 9. Diff~rentes fonctions de transfert de la matrice du 
syst~me selon les modes d'excitation, pour une sortie 
temperature impos~e. 
Figure 9. Different transfer functions of the system matrix 
depending on excitation modes in case of imposed tempe- 
rature output. 

O~(p)= A%/p 

Impedance de 

F. de transfert 

F. de transfert 

le cas oh ~o~ = 0, O~(p)= 0 conditions aux limites : 
at taque en temperature et sortie adiabatique) ; 

le terme D(p) de la matrice correspond £ la 
fonction de transfert en flux (~(p)/g,~(p)) dans le cas 
oi~ T~ = 0, O~(p) = 0 (conditions aux limites : a t taque en 
flux et temperature de sortie impos6e) ; 

le terme B(p) de la matrice correspond ~ la fonction 
de transfert en impedance (Oe(p)/ff2s(p)) dans le cas o/1 
T~ = 0 et O~(p) = 0 (conditions aux limites : at taque en 
temperature et temperature de sortie impos~e) ; 

- le terme C(p) de la matrice correspond £ la fonction 
de transfert en admit tance (~e(p)/Os(p)) dans le cas o/1 
~ = 0, 4~(p) = 0 (conditions aux limites : a t taque en 
flux et sortie adiabatique). 

Observons que les impedances thermiques d'entr6e 
et de sortie d6pendent certes des caract6ristiques 
intrins~ques du mur (A(p),  B(p),  C(p) et D(p)),  mais 
6galement de la nature  des conditions aux limites. 

4.2. Analyse de quelques 
comportements asymptotiques 
et exploitation de la matrice 
de transfert par passage aux limites 

Si nous effectuons ~ partir  de l '6quation (10) des 
d~veloppements l imit ,s  autour de p = 0 (fr6quence 
nulle ou temps tr~s long), nous obtenons pour un 
module continu les expressions suivantes (11). Pour le 

ModUle cont inu  

Solution analytique d~velopl~e 

_ pRC (pRC) 2 " (pRC) 3 ' (pRC) 4 
A(p)---- D(p)----- lq-~-. + ~ - t - ~ t ~ - - .  q-... 

[ pRC (pRC)2 (pRC)3 1 
B(p) = R. 1+ ~ + 5 ~  + 7 ~  +"" 

[ pRC (pRC)2 (pRC)3 1 
c(p)=pc 1+-57. + 5 ~  + 7 ~  + 

ModMe noda l  

c 

-7-  

(11) 

PolynSmes 

pRC 
A ( p ) = D ( p ) = l + - -  

2 

c(p)  = p c  

(12) 

Figure 10. D~veloppements limit,s de la solution analytique 
et polyn6mes du module nodal. 
Figure 10. The Taylor series expansion of the analytical 
solution and the polynoms of the nodal model. 

module discret, nous obtenons toujours apr~s calcul (voir 
annexe) des polyn6mes (12), dont l 'ordre correspond en 
particulier au hombre de cellules pour les termes A et 
D. Ces r~sultats seront repris et discut6s au § 5. 

Nous appliquerons les d6veloppements l imit ,s  du 
module continu ~ deux configurations particuli~res off 
la face arri~re du mur (z = l) est soit adiabatique, soit 

temperature impos~e. Dans tous les  cas la face avant 
est soumise ~ u n  6chelon de flux. 

4 . 2 . 1 .  Face  a r r i ~ r e  a d i a b a t i q u e  : ~ = o 

Effectuons une at taque en flux sur la face d'entr~e, la 
face de sortie ~tant isol~e. Nous pouvons alors d~duire 
les 5volutions des temperatures d'entr~e T~ et de sortie 
T~ en rdgime asymptotique (p --+ 0), ~ partir  des termes 
de la matrice de transfert A(p)  et C(p). 

I1 vient dans ces conditions (cf. figure 8) : 

Oe(p) = A(p)  qSe(p)/C(p) ~ A99e/p2C 

et O~(p) = qS~(p)/C(p) ,~ A ~ / p 2 C  
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En r@gime asymptot ique,  To et T~ sont donc des 
rampes  de temp6rature  de pente  A~e/C. 

Considdrons maintenant  l 'dcart  de t empera tu re  entre 
l'entr@e et la sortie T ~ -  T~. Pa r t an t  de :  0 ~ ( p ) -  0~(p) 
= ( A ( p ) -  1)~e (p ) /C(p )  ~ ( R / 2 ) A ~ o / p ,  nous observons 
qu'en r@gime asymptot ique,  l'@cart de temp@rature 
To - T~ est constant  et vaut (R/2) A~e. Ceci correspond 
au schdma de la figure 11. 

A(V~ I A~s =0 

T~ T T~ O(p) T~ T~ 
T ~ pente AC, JC. 

Figure 1 1. Exploitation de la matrice de transfert par passage 
aux limites (cas de la sortie adiabatique). 
Figure 1 1, Exploitation of the transfer matrix by extrapolation 
(case of adiabatic output). 

En rdgime asymptot ique,  £ l 'dgard de T~ voire de 
Te, c 'est  ici le terme 1~pC qui s'av~re dominant  ; on 
retrouve ainsi le caractbre int@grateur pur  du mur. De 
plus, la difference de temp@rature face avant / face arrigre 
met en jeu la r@sistance R/2. Ceci peut  s'interpr@ter 
l 'aide du sch@ma nodal  sommaire de la figure 11, off le 
caract~re isol5 de la face arri~re conduit  ~ reporter  T~ 
au nceud interm@diaire I s@pard de la face avant par  
la rdsistance R/2. Le concept de r~sistance thermique 
R, qui caract@rise l 'analogie avec la loi d 'Ohm du 
r@gime asymptot ique  (cf. § 4.2.2.), ne peut  pas ddcrire 
le t ransfert  dans ce r@gime dynamique.  

4.2.2.  Face ar r i~re  ~ t e m p 6 r a t u r e  impos~e  : 
T ~ = O  

Pour une a t taque  en flux sur la face d'entrSe, la face 
de sortie @tant ~ tempdra ture  impos@e, les ~volutions 
des temp@ratures d 'entrde Te et de sortie T~ se d@duisent 
en r~gime ~tabli ~ par t i r  des termes de la matr ice de 
transfert  B(p) et D(p). 

Dans ces conditions : 

Oe(p) = B(p) qS~(p)/D(p) ~ RA~e /p  

L'dcart  de tempdra ture  entre l 'entr~e et la sortie 
T~ - T~ dans l 'espace de Laplace s'~crit : 

eo(p) - e~(p) = B(p )~e (p ) /D(p )  ~ R A~o/p  

Le retour  au domaine temporel  montre  qu'en rdgime 
stat ionnaire,  l'@cart de temp@rature T~ - T~ est constant  
et vaut R A ~ ,  et l 'on retrouve le comportement  
classique d 'une rdsistance thermique obtenue en rdgime 
s ta t ionnaire  ; & l '~gard de T~ - T~, c 'est  le terme R qui 
s 'av~re ici dominant .  Ceci correspond au sch@ma de la 
figure 12. 
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¢°(pff"--~ -- ~ -- ~ T ]  
AT I ~ A T = .  II 
0o(p) T 0o('p):0 I 

Te = R.Atp e 

Temps 

Figure 12. Exploitation de la matrice de transfert par passage 
aux limites (cas de la sortie ,~ temperature impos~e). 
Figure 12. Exploitation of the transfer matrix by extrapolation 
(case of imposed temperature output). 

4.2.3.  C o m p o r t e m e n t  aux  p r e m i e r s  ins tan ts  
sur  la face d 'ent r~e  

Effectuons maintenant  une a t taque en flux sur la face 
d'entr@e, et observons l 'Svolution de la temp@rature sur 
cet te  mSme face. Cet te  hypoth~se des premiers instants  
signifie en part icul ier  que la chaleur n ' a  plus le temps 
d ' a t t e indre  la face arri@re, et dans ces condit ions la 
nature  des conditions aux limites sur la face arri~re 
s'av~re sans influence. Nous pouvons alors d@duire les 
@volutions t ransi toires  de la temp@rature d'entr@e 0e 
par t i r  des termes de la matr ice de t ransfert  A(p)/C(p) 
et B(p)/D(p). Ceci se confirme £ travers l 'examen de 

l ' imp~dance thermique d'entr@e Ze (p) = 0e (P) ~ - ~ ,  qui selon 

les cas s'@crit : 

Z e ( p ) -  Oe(p) _ A(p) _ Rcoth  ( v ~ R ~ )  (12) 
~e(P) C(p) zVR-¢ 

pour une face arri~re isol@e : 

et Z e (p ) -  Oe(p) _ B(p) _ Rth(x/-p--R-C) (13) 
(I)e(p) D(p) x/pRC 

pour une face arri~re ~ temp@rature impos@e. 

O r p l i m o c c o t h ( ~  ) = l e t p l i m  t h ( ~ )  ----1, 

et dans les deux cas cette limite est tr~s rapidement  at- 
teinte. Donc, pour les premiers instants,  nous pouvons 
faire l ' approximat ion : 

R 6o(p) - ~ ~e(p) (14) 

La relation entre la t empera ture  et le flux sur la face 
d 'entr~e est d 'ordre  non entier (p £ la puissance - 1 / 2  : 
le syst~me est d 'ordre  1/2) [9], et la relat ion dite aux 
premiers instants  dans le domaine temporel  est alors : 

r - - - -  

/ 4 R t A  e = A  4/7-R ~ 
Te(t) ~ V ~ ~ ~e v ~-~x/t (15) 

On retrouve ici le comportement  pari@tal d 'un  mur 
semi-infini gouvern@ par  l'effusivit~ du mat@riau. 

l~tudions ~ pr@sent les r@ponses obtenues dans les 
m@mes conditions pour des modules nodaux avec et 
sans noeuds de surface. Nous prendrons comme condi- 
t ion initiale que la tempera ture  est uniform~ment nulle 
dans le r@seau et nous ne nous int~resserons qu 'aux  tout  
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premiers instants d'6volution de la tempdrature : comme 
la chaleur n'a pas le temps de diffuser h l'int6rieur du 
rdseau, nous ne consid6rerons que le premier 616ment 
des schdmas dquivalents (figures 13 et 14). 

Si nous consid6rons un module avec noeuds de 
surface, le flux d'entr6e traverse la premiere rdsistance, 
faisant appara~tre £ ses bornes une diffdrence de 
temp6rature avant que la temp6rature aux bornes de 
la premibre capacit6 n'ait commencd ~ 6voluer. Aux 
premiers instants, un 6chelon de flux cr6e un 6chelon 
de tempdrature (rdponse directement proportionnelle 
l'excitation d'une r6sistance R/2N, rdponse d'ordre 0). 

Si nous considdrons un mod/~le sans nceud de surface, 
le flux d'entr6e charge la premiere capacitd, faisant ap- 
para~tre ~ ses bornes une rampe de tempdrature, avant 
que le flux ne commence ~ traverser de manibre signifi- 
cative la premiere r6sistance. Aux premiers instants, un 
dchelon de flux cr6e une rampe de temp6rature (r6ponse 
int6grateur h une excitation d'un condensateur C/2N, 
r6ponse d'ordre 1). 

Le comportement ,, r6el- ne correspond ni au modble 
avec nceuds de surface (rdponse d'ordre 0), ni au 
module sans nceud de surface (r6ponse d'ordre 1), 
mais une h configuration interm6diaire d'ordre 1/2 
(cf. 6quations (14) et (15) et figure 15). 

Mod61e avec noeuds de surface. 
¢¢(p)= A(pJp 

N°I _ _  N°2 

T o ~ T ~  ......... 

REponse d'ordre O 
Oe(p)/q~e(p) ~ (R/2N) 
Oe(p) ~ (R/2N P) AVe 

l~chelon de flux. 

Aq~o I 
b 

0 t 
l~chelon de temperature. 

AT e = (R/2N).Acpo i ...... 

I t 
0 t 

Figure 1 3. R6ponse en temperature sur la face avant, suite 
un Echelon de flux (mod61es avec noeuds de surface)• 
Figure 13. Temperature response on the input side to an 
input heat flux step (model with surface boundary node)• 

Mod61e sans noeud de surface. 

Or(p)= Atpdp 

To T --Tt--' '_L 

REponse d'ordre 1 

Oe(p)/qSe(p) ~ (2N/pC) 
Oe(p) ,~, ( 2 N / p 2 C )  A V e  

To = 2.Acpe.N.t/C 

I~chelon de flux• 

AcPe I 

! 
0 t 

Rampe de temperature. 

T. " . . . ' "  

t 
o t 

Figure 14. REponse en temp6rature sur la face avant, suite 
un ~chelon de flux (modUles sans noeud de surface). 
Figure 14. Temperature response on the input side to an 
input heat flux step (model without surface boundary node)• 

REponse d'ordre 1/2 

Atp, I l~chel°n de flux. 

It 
0 t 

R6ponse  en temp&ature.  

T~ ~ t '  

Solution analytique : 
R R 

0e(p) ~,~ ~ ~e(P)  ~ ~ AVe 

Equation temporelle : 

Te(t) ~ 4/-4-Rt A~e ~ A~Pe x/~ 
V nc 

Figure 15. REponse en temp6rature sur la face d'entrEe suite 
un Echelon de flux (solution analytique). 

Figure 15. Temperature response on the input side to an 
input heat flux step (analytical solution). 
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5. I ~ V O L U T I O N  DE LA QUALIT I~  
DES M O D E L E S  N O D A U X  
ET DES M O D I : L E S  A F O N C T I O N S  
DE T R A N S F E R T  L O R S Q U E  
L 'ON A U G M E N T E  L ' O R D R E  

Consid~rons tout  d ' abord  l 'exercice classique de 
simulation du comportement  de modules nodaux d 'ordre  
restreint  (1 it 4). Plus pr~cis~ment, tout  en maintenant  la 
face ,, arri~re,, adiabat ique,  nous appliquons un 6chelon 
de tempera ture  (ampli tude de 100 °C) sur la face 
,,avant,, du mur pour lequel nous avons adopt~ les 
valeurs 1 K.W - t  et 1 J-K -~ pour R et C. 

La temp6rature  initiale est prise comme r~f~rence, 
et l 'on observe la tempera ture  T~ de la face arri~re. 
Nous retrouvons bien, en simulation (figure 16), que 
plus le nombre de cellules augmente,  plus la r~ponse 
dynamique se rapproche de la solution de r~f~rence 
(ici un module nodal  it 128 nceuds, dont la r~ponse 
est sensiblement identique aux solutions analytiques 
classiques [10], mais avec une raise en oeuvre plus aisSc). 
De plus, pour un m~me nombre de cellules (avec et sans 
nceuds de surface) les courbes obtenues en simulation 
sont identiques. Notons que le d61ai present dans la 
courbe de r~f~rence n~cessite ici, pour  ~tre restitu~, des 
ordres au moins ~gaux £ 4. 

Les erreurs commises par  diff~rents modules nodaux 
apparaissent  sur la figure 17. Visiblement, cette ~vo- 
lution temporel le  de l 'erreur est difficile it appr~cier 
de mani~re globale, et nous proposons d 'y  rem6dier par  
l 'examen du comportement  de ces modules dans l 'espace 
de Laplace. 

~ J e  . . . . . . . . . . . . . .  ~ . _  . . . , 

~ . N  . • - 

Figure 16. Quatre rEponses en temperature sur la face arriEre, 
Iors de I'application d'un Echelon de temperature sur la face 
avant. 
Figure 16. Four back side temperature responses to a 
temperature step applied on the front side. 

E 

e 

Figure 1 7, L'erreur de la temperature sur la face arri~re. 
Figure 17. Error on the back side temperature. 

5.1. I~tude des  m o d u l e s  a f o n c t i o n  
de  t r a n s f e r t  

Nous disposons d 'une par t  des fonctions de t ransfert  
analytiques dSveloppSes autour  de p = 0 (~quation (11)), 
et de l ' in terpr~tat ion physique de ses termes A(p), B(p),  
C(p) et D(p). 

Par  ailleurs, nous pouvons ais~ment calculer la 
matrice de t ransfert  des diffSrents modules nodaux 
d 'ordre  r~duit (cf. annexe), dont les termes apparaissent  
sous la forme de polynSmes. 

Nous comparons dans les tableaux I e t  H l e s  
polynSmes associSs, et nous nous r~f~rons 5galement 
au d~veloppement analyt ique des fonctions A(p) ,  B(p),  
e(p) et D(p). 

En g~n~ral, le terme A(p) de la matr ice correspond 
it la fonction de transfert  en tempera ture  Oe(p)/O+(p), et 
le terme D(p) de la matr ice correspond it la fonction 
de t ransfert  en flux qSe(p)/4Ss(p). Les termes A(p) et 
D(p) sont des polynSmes en (pRC) de mSme ordre que 
le nombre de cellules du module. Les valeurs 0 dans 
les tab leaux correspondent ~ l 'absence de termes au- 
delit de l 'ordre des polynSmes. Le tableau I pr~sente la 
comparaison des r~sultats obtenus jusqu 'k  l 'ordre 4. 

On observe l ' identit~ des polynSmes correspondant  
aux modules avec et sans nceuds de surface• 

De plus, la comparaison avec le d~veloppement limit~ 
de la solution de r~f~rence montre que t ous l e s  modules 
sont ici justes it l 'ordre 1. On constate naturel lement  un 
rapprochement  sensible des fonctions de t ransfert  vers 
la solution de r~f~rence avec l ' augmenta t ion  du nombre 
de cellules. 

Le terme B(p) de la matr ice correspond it la fonction 
de t ransfert  en impedance Oe(p)/~+(p), et le terme C(p) 
de la matr ice correspond 5+ la fonction de transfert  en 
admi t tance  4se (p)/0~ (p). 
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TABLEAU I / TABLE I 
Comparaison des dEveloppements limitEs pour les premiers ordres pour les termes A(p) et D(p) 

obtenue avec et sans nceuds de surface (N.S). 
Comparison of  l imited developments on the first order for the terms A(p) and D(p) 

obtained with and wi thout  surface boudary nodes. 

Coefficiens des polyn6mes A(p)  et D(p) 

Ordre Solution ModUles ~ 1 cellule ModUles/~ 2 cellules Modbles ~ 4 cellules 
analytique exacte 

(pRO) ° 1 = 1/0! 

(pRC) ~ 1/2 = 1/2!  

(pRC) 2 1/24 = 14! 

(pRC) a 1/720 = 1/6 ! 

(pRC) 4 1/40320 = 1/8! 

avec N.S sans N.S 

1 1 

1/2 1/2 

0 0 

0 0 

0 0 

avec N.S sans N.S 

1 1 

1/2 1/2 
1/32 1/32 

--25 % - 2 5  % 

0 0 

0 0 

ModUles ~ 3 cellules 

avec N.S sans N.S 

1 1 

1/2 1/2 
1/27 1/27 

--11% --11 

1 /1458  1/1 458 
- 5 0  ~ - 5 o  

o 0 

avecN.S sans N.S 

1 1 

1/2 1/2 

5/128 5/128 
-6 ,2  % - 6 , 2  % 

1/1 024 1 /1024  
- 2 9  ~ - 2 9  

1/131 072 1/131 072 
--69 ~ --69 

Les pourcentages indiqu~s correspondent ~ l'erreur commise sur le coefficient du polynSme du module nodal : 

X %  ---- (Coefficient module nodal Coefficient solution analytique) × 100 
Coefficient solution analytique 

I 

n$ 
e- 

B R  

$ 1  

O 

TABLEAU II / TABLE II 
Comparaison des dEveloppements limitEs pour les premiers des termes B(p) et C(p), 

obtenue par mod&lisation classique, avec et sans noeuds de surface. 
Comparison of l imited developments on the first order for the terms B(p) and C(p) 

obtained with and wi thout  surface boudary nodes. 

Coefficiens des polyn6mes B(p) et C(p) 

Ordre Solution ModUles ~ 1 cellule ModUles/t 2 cellules ModUles/~ 3 cellules ModUles ~ 4 cellules 
analytique 

exacte B sans N.S B avec N.S B sans N.S B avec N.S B sans N.S B avec N.S B sans N.S! B avec N.S 
OU OU OU OU OU o n  o n  o u  

C avec N.S C sans N.S C avec N.S C sans N.S C C  avec N.S C sans N.S C avec N.S C sans N.S 

(pRC) ° 1 = 1/1! 1 1 1 1 1 1 1 1 

(pRC) 1 1/6 = 1/3! 0 1/4 1/8 3/16 4 /27  19/108 5/32 11/64 
+50 Yo --25 Yo +12 ~ --11 ~ +5,5 ~o --6,2 ~ +3.1 

(pRC) 2 1/120 = 1/5!  0 0 0 1/128 1/243 2/243 3/512 17/2 048 
-6 ,2  ~o - 5 0  ~o -1 ,2  ~o - 2 9  % -0,~ ~o 

(pRC) a 1/5 040 = 1/7! 0 0 0 0 0 1/8 748 1/16 384 5/32 768 
- ~ 2  Vo - 6 9  Vo - 2 3  Yo 

(pRC) 4 1/362 880 = 1/9 0 0 0 0 0 0 0 1/1 048 576 
- 6 5  

Nous pouvons  no te r  que,  pour  un module  donn~, 
B(p) et  C(p) sont  des po lyn6mes  d 'o rdres  diff~rents. 

P lus  p%cis~ment  : 

- l 'o rdre  du po lyn6me B(p) est 6gal au nombre  de 
cellules en , , T -  (cas avec nceuds de surface) et inf~rieur 

d ' u n e  unit~ au nombre  de cellules en , ,I] , ,  (cas sans 
nceud de surface) ; 

la conclusion est inverse pour  le po lyn6me  C(p). 
Par  ailleurs, aux  facteurs  R et p C,  pros pour  un nombre  
de cellules donn~, les po lyn6mes  des modules  n o d a u x  en 
B(p) ,  avec noeuds de surface, et en  C(p),  sans nceud de 
surface,  sont  ident iques,  et %c ip roquemen t .  
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On observe, de plus, que ces polyn6mes ne sont plus 
exacts qu'5~ l 'ordre O, et qu 'en g~n6ral la qualit6 est 
meilleure pour le terme B(p) avee nceud de surface et 
pour le terme C(p) sans nceud de surface. 

5 .2 .  I ~ t u d e  d e s  m o d E l e s  n o d a u x  e t  l e u r  
s i m u l a t i o n  t e m p o r e l l e  

Tout en maintenant  la face arri~re adiabatique ou 
temp6rature impos~e, nous appliquons un ~chelon 

soit de tempSrature (amplitude de 100 °C), soit de flux 
(amplitude de 100 W) sur la face avant du mur pour 
lequel nous avons adopt~ los valeurs 1 K.W -~ et 1 J.K -~ 
pour R et C. 

5.2.1.  S i m u l a t i o n  d ' u n  E c h e l o n  
de  t e m p e r a t u r e  sur  la face  a v a n t  
et  o b s e r v a t i o n  de  la t e m p e r a t u r e  
sur  la face  de  sor t i e  a d i a b a t i q u e  : 
O~(p)/O~(p) = 1/A(p) 

Cet exercice a fait l 'objet de la simulation initiale en 
introduction du § 5. 

Pr~cisons que, du point de vue topologique, un 
module avec et un module sans noeud de surface, 
correspondant £ un m~me nombre de cellules, possbdent 
ici le m~me nombre de capacit6s (m~me ordre), du fait 
de l ' imposition de la temp6rature en entr6e, comme 
pr~sent~ sur la figure 18. 

5.2.2 S i m u l a t i o n  d ' u n  E c h e l o n  de  f lux  sur  
la face  a v a n t  et  o b s e r v a t i o n  du  f lux  
sur  la face  a r r iEre  ~ t e m p e r a t u r e  
m a i n t e n u e  : ~ ( p ) / ~ ( p )  = 1/D(p) 

La simulation du r~gime transitoire correspond ~ u n  
&helon de flux de 100 W appliqu~ en entr6e. L'6volution 
du flux est observ& ~ l 'autre face ~ temp6rature impos& 
(r6seau en court-circuit). 

Modele sans noeud de surface. 

' 

ModUle avec noeuds de surface. 

O,(p) --~ T,IO 

Figure 18. Mur ~, face arri&e isol6e, et soumis ~ un 6chelon 
de temp&ature sur la face avant : topologie des r6seaux avec 
et sans nceud de surface, et Iocalisation de Ts. 
Figure 18. Wall insolated on its back side and with a 
temperature step condition on its front side: networks 
topology with and without surface boundary nodes, and 
Iocalisation of Tout. 

Nous avons obtenu, par simulations, des r~ponses et 
des erreurs en flux analogues anx r~ponses et aux erreurs 
en temperatures pr~sent~es sur les figures 16 et 17. Ceci 
correspond bien, d 'une part, £ l'~galit~ des termes D(p) 
darts les cas avec et sans noeuds de surface et, d 'autre  
part, ~ l'~galit6 des termes D(p) et A(p). 

5.2.3.  S i m u l a t i o n  d ' u n  E c h e l o n  
de  t e m p e r a t u r e  sur  la face  a v a n t  
et  o b s e r v a t i o n  du f lux  sur  la face  
ar r iEre  ~ t e m p e r a t u r e  i m p o s E e  : 
• ~(p)/O~(p) = 1/B(p) 

La simulation concerne le rSgime transitoire corres- 
pondant  ~ un &helon de temp6rature en entr&, et 
l 'observation du flux £ la sortie, cette sortie restant 
temp6rature impos~e (r6seau en court-circuit). 

Le terme B(p) s'avbre int~ressant ici pour suivre 
l '6volution du flux sur la face de sortie (figure 19). 
Or, nous avions not~ un  comportement different (cf. 
tableau I]) de ce polyn6me, selon qu'il  y a ou non 
un  nceud de surface. Rappelons que, pour un hombre 
de cellules donnS, ce sont les modbles avec nceud de 
surface qui conduisent ~ la meilleure approximation 
du polyn6me B(p). Nous confirmons cette tendance 
par l 'examen des r6sultats simul6s dans le domaine 
temporel. 

Observons, comme pour le paragraphe pr6cSdent, 
que l ' imposition d 'une temp6rature sur la face d 'un  
module nodal est £ l'origine de la disparition d 'une 
capacit~ d'extr6mit~, comme present6 sur la figure 20. 
C'est d'ailleurs la raison pour laquelle nos comparaisons 
n 'ont  ici de sens qu'h partir  des modules ~ deux cellules. 

- ~ ~ ~, ~ ~ ~ ~ ~ 

Figure 19. La r6ponse en flux ~s Iorsqu'un &helon de 
temp&ature est appliqufi sur la face avant. 
Figure 19. Heat flux ~s response to a temperature step 
applied on the front side. 
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M o d 6 1 e  s a n s  n o e u d  d e  s u r f a c e  M o d 6 1 e  a v e c  n o e u d s  d e  surface•  

( T e r m e  B ( p )  d u  I = o r d r e )  ( T e r m e  B ( p )  d u  2 ~ "  o r d r e )  

!" T 1 T T t 
l .cs c o ~ d c n ~ t c u ~  en extrdmites sonl ~ s  Lc modEle conserve son intdgrilE quelle qne s0it la 

influence sur la flux de ~ r t i e  condit ion l imd¢ impos~e 
L¢ mndele  esl penurb~ par la condit ion l imile 

(a) (b) 

Figure 20. Influence de la condition limite sur le type de 
module (cas avec 2 cellules). 

Figure 20. Boundary condition influence upon this type of 
model (2 cells case). 

La r6ponse dynamique du module ~ 2 cellules avec 
nceuds de surface (r~ponse du 2 ~m~ ordre) est plus 
proche du  modble de r6f6rence (ici module nodal  h 128 
nceuds) que la r~ponse dynamique du module 2 cellules 
sans noeud de surface (r~ponse du 1 e~ ordre).  Ce r6sultat  
est en accord avec les r6sultats du tableau II, et il est 
repr~sentatif  de cette famille de simulations. 

5.2.4. Simulat ion d'un ~chelon de flux 
sur la face avant  et observat ion 
de la tempera ture  sur la face ar t iste  
adiabat ique : O~(p)/~(p) = 1/C(p) 

Les r6ponses en tempera ture  de la face de sortie, 
suite h u n  6chelon de flux sur la face d'entr~e, 
sont donn~es pour  diff~rents modules (figure 21). Les 
r6sultats  correspondent  bien aux at tentes  th~oriques 
pr6visibles h par t i r  du module h fonction de t ransfert  : 

les modules sans nceuds de surface pr6sentent 
une meilleure approximat ion  de C(p) et pr~sentent 
une meilleure r~ponse temporel le  que les modules avec 
noeuds de surface ; 

les m~mes modules sans noeuds de surface ont un 
terme C(p) surestim~ : les temp6ratures,  bien que mieux 
pr6dites que celle des modules avee nceuds de surface, 
sont ~galement sous estim6es ; 

- h l 'inverse, les modules avec nceuds de surface 
surest iment  la tempera ture  (la fonction de transfert  en 
imp6danee 1/ C(p) ). 

5.2.5 Simulat ion d'un 6chelon de flux 
sur la face avant,  la face arri~re 
~tant maintenue en temperature .  
Observat ion de la temperature  
face avant  : O~(p)/~(p) =B(p)/D(p)  

I1 s 'agi t  en prolongation de l '~tude du paragraphe  
4.2.3,  relatif  aux premiers instants,  de comparer  les 
r~ponses des diff~rents modbles nodaux r~duits. 
l '6gard de 0~, c 'est  ici le quotient B(p)/D(p) qui 
v~hicule l ' information rechereh~e. Seuls les polyn6mes 
B(p) marquent  une difference ~ l '~gard de la pr6sence 

-- . . ~ M ~ d . £ = , _  ' ' - " --; . . . . .  " - . . . .  " 
~ M*@.b ~ l ~ ,~  . ~  ~ ~ m~ ,~  , ', ', ', 

- -  ~ d t , ~ p ~ n ~  - - ' ,  . . . . .  " . . . . .  ' . . . . .  : - -  . -  - -  

[ i , , ) ) ) '1 i 

Figure 21. R~ponse en temperature sur la face arri~re 
adiabatique, Iorsqu'un ~chelon de flux est appliqu~ sur la 
face avant. 

Figure 21. Temperature response on the adiabatic back side 
to a heat flux step applied on the front side. 

de noeuds de surface. Le tableau H montre une meilleure 
qualit6 predictive des modules avec noeuds de surface 
aux temps longs. Ceci se confirme dans le domaine 
temporel  (cf. figure 23). 

On observe 6galement l 'anomalie  engendr6e par le 
nceud de surface face avant, qui conduit  ~ une forte 
surest imat ion initiale de Te. Cet te  anomalie s 'identifie 
ais6ment sur un module nodal  d 'ordre  N h l 'a ide de la 
figure 22. 

L'6quation de bilan nodal  en Te, ~ t = 0 +, s '~crit : 
T~ ~ (R/2N)A~pe + T2 d'ofi, en prenant  la tempera-  
ture initiale ( e t e n  part icul ier  T2) comme nulle : 
T~ ~ ( R / 2 N ) A ~ .  Cela conduit  dans le cas present aux 
valeurs initiales de Te du tableau III. 

Enfin, le comportement  r~el (cf. module de r~f6rence, 
figure 23) de Te se situe effectivement entre celui d~crit 
par  un modble d 'ordre  0 (noeud de surface) et d 'ordre  1 
(sans noeud de surface), rejoignant ici l 'observation 
formul6e au § 4.2.3. 

ModUle avec noeuds de surface. 

A~% No1 T~ 

T ) T C ~ ~  - . . . . . . .  R ~ i m n s e  d ' o r d r e  0 

o" I - ~ -  °~(p)/(~e(p) ~ (R/2N) 
¢ [  T 0¢(P) ~ (R/2N.p).A~ 

Figure 22. L'extrEmit~ d'un module nodal d'ordre N avec 
nc~ud de durface. 

Figure 22. Extremity of an N order nodal model with a 
surface boundary node. 
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Figure 23. La rEponse en temperature sur la face avant suite 
un Echelon de flux sur la face avant (face arriEre ~. temperature 
imposEe). 
Figure 23. Temperature response on the front side to a heat 
flux step applied on the front side (imposed temperature on 
the back side). 

fagon g6n6rale, les polyn6mes at taches aux modules 
nodaux,  et qui approchent  ces fonctions de transfert  
demeurent  exacts g l 'ordre 0 pour B(p) et C(p) (ce qui 
assure au demeurant  la predict ion correcte des ~tats 
stat ionnaires)  et g l 'ordre 1 pour A(p) et D(p). L'une 
des voies de poursui te  actuelle de ces t ravaux consiste 

am6liorer la representat ion topologique des r~seaux, 
en vue d 'accroi t re  le degr~ du caract~re d 'exac t i tude  
du polyn6me repr6sentant ces fonctions de transfert ,  et 
d 'acc~der ainsi g de nouvelles techniques de r6duction 
de mod61es. 

Nous avons 6galement analys6 le r61e de l ' ins ta l la t ion 
de noeuds de surfaces qui en fait semblent mieux 
adapt6s ~ d'6ventuelles liaisons convectives ou radiat ives 
- et avons montr6 qu 'aux faibles ordres, leur pr6sence 
ne s'av6re pas syst6matiquement  pert inente.  

En ddfinitive, cette vision dans l 'espace de Laplace 
s'av6re tr6s b6n6fique g la comprdhension des qualit6s, 
mais 6galement des d6fauts de l 'approehe nodale aux 
faibles ordres et laisse pr6sager une vole int6ressante en 
mati6re de r6duction de mod61es. 

TABLEAU III / TABLE III 
Echelon de temperature dfi au noeud de surface. 

Step of temperature due to boundary node. 

N 1 cellule 2 cellules 3 cellules 

Te 50 °C 25 °C 16,7 °C 

6. CONCLUSION 

Au-delg de la consta ta t ion  banale de l 'am~lioration 
de la qualit~ des modules avec l ' augmenta t ion  de leur 
ordre, on peut  life les r~sultats de cet te  ~tude en sens 
inverse : la recherche de modules de faible taille, et 
donc le faible cofit en simulation, peut  ~tre guid~e 
par  l 'analyse dans l 'espace de Laplace. Visiblement, 
les termcs A(p), B(p),  C(p) et D(p) de la matr ice 
de t ransfert  appor ten t  un moyen intdressant pour  
l 'observation des qualit~s prddictives des modules. Nous 
avons vu le r61e part icul ier  que peuvent  jouer  toutes 
ces fonctions, en terme de fonction de transfert  en 
tempera ture  par  A(p) ,  ou en flux par D(p),  voire 
de fonctions de t ransfert  en impedance par  C(p), ou 
en admi t tance  par  B(p). Les grandeurs usuelles de 
rSsistance et de capacit~ peuvent s 'y  retrouver, mais 
dans des condit ions tr~s particuli~res (cf. § 4.2.). D 'une 
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Analyse de la qualit~ de modules nodaux 

ANNEXE 
Calcul de la matrice de transfert 

de quadrip61es 

D~finition 

On appelle quadrip61e un r6seau dont les extr~mit~s 
sont reli~es h quatre bornes : deux bornes d'entr~e 
et deux bornes de sortie. Nous ne nous int~resserons 
ici qu'g des r6seaux lin~aires et passifs. On appelle 
matrice de transfert la matrice IT] qui relic les grandeurs 
d'entr~es 0~ et ¢~ aux grandeurs de sorties 0~ et ~s du 
quadrip61e (figure 24). 

~ 1 2 ~ S ~ T s  

T. Quadrip61e 
O~ I Io 

3 4 ] / s  
I - 

Matrice de transfert [T] 

Oe = a (p )  B(p) . Os 
qS~ C(p) D(p) qSs 

Figure 24. Quadrip61e et sa matrice de transfert associ~e. 
Figure 24. A two-port and its associated transfer matrix. 

Les m~thodes de calcul des quadrip61es 

On peut toujours arriver g calculer les dlSments de 
A(p), B(p), C(p), et D(p) de la matrice de transfert 
IT] en ~crivant l'ensemble des 4quations g l'aide de la 
loi des noeuds et de la loi des mailles. Puis apr~s des 
ddveloppements, des substitutions et des simplifications, 
il est possible d'arriver g l'expression de la matrice de 
transfert. Une m4thode plus dl4gante eonsiste 5. caleuler 
la matriee de transfert comme le produit de matrices de 
quadrip61es dl6mentaires. 

La matrice de transfert du quadripdle 6 une 
impddanee longitudinale 

Prenons l'exemple d'un quadrip61e compos6 d'une 
imp6dance ZI longitudinale, tel que celui pr6sent6 sur 
la figure 25. 

La matrice de transfert du quadrip6le gz une admit- 
tance transversale 

Prenons l'exemple d'un quadrip61e composd d'une 
admittance Ye transversale pr~sentd sur la figure 26. 

0 

J Oe 

0 

1 I 12 ' ; C) 
Z~=I/Y~ 

3 4 
0 

Equations 

Oe = Os-~ Zl ~s 

Matrice de transfert [T] 

O~ 1 Zz  O~ 

~5e 0 1 

Figure 25. Quadrip61e /l une 
matrice de transfert associ~e. 
Figure 25. Two-port with one 
its associated transfer matrix. 

impedance Iongitudinale Z1 et 

longitudinal impedance Zt and 

~ e  ' 
O 

I Oe ,iYt=l/Zt 
3 4 

O 

. O 

O 

Equations 

0e --  0~ 

• ~ = Yt0~ + ~ 

Matrice de transfert IT] 

O~ 1 0 Os 

qSe Yt 1 ~Ss 

Figure 26. QuadripSle a une admittance transversale Yt et 
matrice de transfert associ~e. 
Figure 26, Two-port with one transversal admittance Yt and 
its associated transfer matrix. 

Application 

Nous allons traiter le cas du module g deux cellules 
avec nceuds de surface pr~sentd sur la figure 27. 
Ce module, comportant cinq 51~ments, se ddcompose 
directement en cinq quadrip61es dl~mentaires. Pour 
calculer la matrice de transfert du module global, il suffit 
de faire le produit matriciel des matrices de transfert 
~l~mentaires. 

Un logiciel de calcul formel comme MAPLE V.4 
permet de faire tr~s facilement ce type de calcul. Les 
instructions permettant de traiter le r~seau ~quivalent 
de la figure 27 sont donn~es en exemple ci-dessous 
(tableau IV). 
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Rdseau dquivalent 

(I) e NO'l NO2 : NO3 N°~ (I) s 

' 1 ' I ' 

cellule cellule 

Matrices de transfert EIEmentaires 

1 n/4 
[T1] = 0 1 

IT2] = 1 0 
pC~2 1 

1 
IT3] = o 

Matrice de transert globale 

IT] = IT1]. [T2]. [T3]. [T21. [TI] 

Figure 27. Calcul de la matrice de transfert d'un rEseau Equivalent sous forme d'un quadrip61e. 
Figure 27. Transfer matrix calculation for a two-port equivalent network. 

TABLEAU IV / TABLE IV 
Exemple de calcul de la matrice de transfert d'un rEseau Equivalent ~ I'aide du Iogiciel MAPLE V.4. 

Calculation example of an equivalent network transfer matrix, using MAPLE V.4 (~ software. 

I~TUDE DU MODI~LE A V E C  N(BUDS DE SURFACE, 2 CELLULES, ~ N(EUDS 

Ddtermination des diffdrentes sous-matrices 
> T1  := matrix(2,2,[1,n/4,0,1]) : 

> T2  := matrix(2,2,[1,O,p*c/2,1]) : 

> T3  := matrix(2,2,[1,n/2,0,1]) : 

Calcul de la matrice de transfert 
> T := mul t ip ly(T1,T2,T3,T2,T1)  ; 
T := [1 + 1 / 8 n p c  + 1/2 (1/2 (1 + 1 / 8 R p c )  R + 1 / 4 n ) p c ,  

[ 1 / 2 p c +  1/2 ( 1 / 4 R p c  + 1)pc ,  

Mise en forme des diffdrents termes 

> A := collect(simplify(T[1,1]),p) ; 

A :=  1 +  1 / 2 R p c +  1/32p2 c 2 R 2 
> B := collect(simplify(T[1,2]),p) ; 

B :=  R + 3 / 1 6 R 2 p c  + 1/128p  2 c 2 R 3 

> C := collect(simplify(T[2,1]),p) ; 
C : = p c +  1 / S p 2 c 2 R  

> D :---- collect(simplify(T[2,2]),p) ; 

D := 1 + 1 / 2 R p c +  1 / 3 2 p 2 c 2 R  2 

1/4 (1 + 1/8 n p c  + 1/2 (1/2 (1 + 1/8 Rp¢)R + 1/4 R)p¢)n 
+1/2 (1 + 1/8 Rpc)R + 1/4 R] 
1/4(1/2pc+ 1/2(1/4Rpc + 1)pc)R+ 1/4Rpc + 1] 
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A b r i g d e d  Engl i sh  Vers ion  

Qua l i ta t ive  analys i s  o f  reduced  noda l  m o d e l s  us ing  t h e  t w o - p o r t  ( t r a n s f e r  f u n c t i o n )  m e t h o d  

This  paper  aims to establish a par t icul iar  relation 
between the nodal  method  and the two-port  method.  

Used for a long t ime in thermal  engineering the 
nodal  method has been fully tr ied and tes ted in many 
industr ial  appl icat ions such as space, electronic, power 
systems, car engines etc. I t  has certainly limits relative 
to heat  transfer  in fluids, however it allows an efficient 
approach for inverse methods,  and it is a good frame for 
reduction model  methods.  

The two-port  method is also well used in heat  
transfer: very well suited to the multilayer,  it has been 
extended to porous materials,  and to semi- t ransparent  
media. 

F i rs t  of all, we recall how to establish from the heat  
equation, the analyt ical  solution of the transfer mat r ix  
characterising the two-port  for a finite wall. 

We present the  modelisat ion of a finite wall by the 
nodal  method,  showing clearly tha t  besides the number  
of cells connected to the order of the model  and to the 
refinement of the discretisation, there  are two ways to 
modelise a finite wall: 

with 'T '  cells leading to an equivalent network 
with surface boundary  nodes ; 

with 'H '  cells leading to an equivalent network 
without  surface boundary  nodes. 

The s tudy of the transfer  mat r ix  gives a physical  
sense to the different mat r ix  terms (A(p), B(p),  C(p), 
D(p)) with par t icular  boundary  conditions (input: 
drive with t empera tu re  or flux step, output :  imposed 
t empera tu re  or adiabat ic) .  

In  order to i l lustrate our demonstra t ion,  we will 
s tudy some asymptot ic  responses with the use of the 
transfer  matr ix,  obta ined by calculation of limits. We 
will s tudy the following cases: 

t empera tu re  response on the adiabat ic  back side; 

flux response on the imposed tempera ture  back 
side; 

first instants t empera tu re  response to a heat  flux 
step appl ied on the front side. 

The simulations of the output  t empera ture  response 
(finite wall with adiabat ic  output)  to a step t empera tu re  
input  for different models of restr icted order (1 to 4) 
do not  lead to significant conclusions, except tha t  the 
higher the  order of the model, the closer it gets to the 
exact analyt ical  solution. 

We suggest tha t  these models be studied in the 
Laplace space where we have on the one hand analyt ical  

t ransfer  flmctions, developed around p--0  and of the 
physical in terpreta t ion of those terms, and on the other 
hand, we can calculate from different nodal models 
the transfer mat r ix  of which the terms appear  as 
polynomials.  

At the order 1, diagonal  terms A(p) and D(p) are 
always correct while the non-diagonal  terms B(p) and 
C(p) are correct only at  the order 0. For the same order 
(models with and without  surface boundary  nodes) the 
terms A(p) and D(p) are always equal, this is due to 
the symmet ry  of the nodal  models. On the other hand, 
the terms B(p) with boundary  nodes and C(p) without  
boundary  nodes are equal, and vice versa. 

Different simulations in par t icular  cases (input: flux 
or t empera tu re  step, output :  imposed t empera tu re  or 
adiabat ic)  lead to the conclusion tha t  the closer the 
coefficients of the polynomial  in the Laplace space are 
to the developments of the analyt ical  solution, the bet ter  
t ime responses will be. 

In the case of a drive in temperature ,  the response 
in flux oil the output  side at imposed tempera ture  will 
be be t te r  for a model  with surface boundary  nodes 
( term B(p)). On the other  hand, for a strike in flux, the  
response in t empera tu re  on the adiabat ic  output  side 
will be be t te r  for a model without  boundary  node ( term 
C(p)). 

Beyond the ordinary observation of the quali ty of 
the models with the increasing of their  order, one 
can read the results of this s tudy from the opposi te  
side: the research into models of small size, and hence 
of low simulation cost through the analysis carried 
out in the Laplace space. One can notice tha t  the 
terms A(p), B(p), C(p) and D(p) of the transfer 
mat r ix  offer an interesting means of observation of 
the models predictive quality. Presently, one meaning to 
pursue those works consists of improving the topological 
representat ion of the networks, in order to increase the 
degree of accuracy of tile polynomial  representing those 
functions of transfer, and to reach new methods of 
model  reduction. 

We have also analysed the function of the surface 
boundary  nodes which seem more suited to possibly 
convective or radiat ive connec t ions- -and  have demons- 
t ra ted  tha t  at the low orders, their  presence is not 
systemat ical ly  pert inent .  

Finally, this approach in the Laplace space is helpful 
to the unders tanding of the qualities, but  also of the 
faults of the nodal approach at low orders and allows a 
good mean in terms of models reduction to be predicted. 
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